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ФОРМL~НОЕОПИСАНИЕ 

ДИСКРЕТНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ХААР А 
.. 

Развиrие методов и средств цифровой обработки сиrналов уже дошое время 

опирается на эффекrивные возможности и свойства разJIИЧНЫХ ортогональных 

nреобразований, в том числе исnользуются и системы кусочно-n<Х:Тоянных функ

ций . базиса Хаара, который сл)тжиr основой со~ременных математических мето
дов вейвлет-анализа. 

В данной работе объединены и сиетем~тизированы результаты формального 

оnисания дискретных иреобразованИй · Хаара, nолученные автором ранее в рабо
тах [ 1-3] и позволяющие реалиЗовать на ирактике эффективные ашоритмы вы
числений при тобой размi:рности веJСТора сигнала или сnектра. . 

Известно, чrо сnекrра:лъная сложность лреобразований Хаара зависиr от сnо

собов формирования слабозаnоJШенных матрщ входящих в nроцедуры вычисле

ния коэффициешов, и от способов разложения числа N, nредставляющего собой 
коJШЧество входных отсчетов сигнала, на множители [4, 5]. 

Так, оценки КОЛИ'Iества арифметических операцИй для различных N мoryr 
иметьвИд 

n n 

Ql = ~)/ Пrz '\/ N=rirz .. .rп ; (1) 

i=l l=i+l 

(2) 

(3) 

Основной недостаток вычислительных схем, приведеШIЫХ в [4, 5], заюпоча
ется в том, что с Изменением N-·матрiЩЫ . иреобразования Хаара следует пересчи
тывать, чrо влечет за собой изменение структуры вычислительной программы или 

устройства спектрального анализа: Оrсутствует также возможность вычислений 

для N ripocтoro. · 
Ниже . приводятся выкла,дю~ и · рассуждения, позволяющие устрашrrь отме

ЧеШIЫе недостатки, причем· преФразованиеХаара выполняется для moбoro N. 
Известно [6], что если количество дискретных отсчетов сигНала равно четы

рем, то для нахоЖдения коэффициешов Хаара можно заnисать систему уравнений 

(4) 

где d 1, . . . , d4- значения сигнала в дискретных точках; Ct,·· ·~ С4- коэфф:ициен

тыХаара. 

Придобавлении mrroгo отсчетасигнала ds первое уравнение системы (4) раз
бивается на два: 
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Вычитая одно уравнение из другого, определим С5 и подставим ero значение, 

равное (d1 - ds)/4, в (5). После несложных прсобразо»аний система (5) сводится · 

к двум уравнениям с одинаковыми nравыми частями 

которые могут быть заменены одним, аналогичным первому уравнению в ( 4) 

с правой частью dCl>, равной (dJ + ds )/2. Таким образом, снова nодучаем систему 
из четырех уравнений 

С1 +С2+Сз.J2 =i1
); С1 +С2-Сз.J2 =d1.; 

(7) 
Ct- с2 + c4.fi = dз; с1- с2- c4.J2 = d4. 

Решив (7), найдем коэффициенты Хаара в виде 

(8) 

С2 = (dt + ds + 2(d2 -dз-r-4)}/8~ С1 = (dt +dз + 2(th. +dз +Щ))/8. 

В случае шести отсчетов сигнала также имеем систему из четырех уравнений 

С1+С2+Сз.J2 ::=(/!)~ С1+С2-Сз.J2 =i2
); 

(9) 

C1-C2+C4,{i =d.з~ C1-C2~C4.ji =d4t 

rде i 1> = (dt + ds)/2; i 2> = (d1 +d6)/2 ит.д.до поступле:Кш (2N -J)-ro д~~скрет-
ио1о"":тачевюr сиrиала. . . . 

Построим общую анаЛитичесКую форму получе!JИЯ коэфФициентов Хаара, 
ан3лоrичную (8), НО fi03ВOJLIIOщyiO сущест&енно COICpa111'Jъ объем ВЫЧИСЛеНИЙ. 

Введем поивтие базового вектора даш1Ъ1Х N•, который определим по отно
шению К числу ИСХОДИЬIХ ВХОДИЬIХ QТСЧС:Т()В сигиалаN: 

' 
(IQ) 

n . . . . : . · · ·.· · ·. ri 
где n = 1, 2, ... (2 < N), nричем n д<mжИо давать InЩE (N/2 ); Е(•)- це.щ чаС"n>. 

. . . . . . . . . .. •' '. 

Тогда, в свою очередь, базовые исходн:ые отсчеты·ситнала х будут формиро-

ваться из наЧ3.1'1Ьных вхоДI(ЫХ отсчеrов по nравИл:у . . . . . . . . . 
хР =,(хр + ~N.+p )1 2 , ec.,'Df р = 1, 2, ... , (N -N )~ 

(11) 

х; = Хр, еслнр= (N;..N. +1), (N-:N· +2) •... ,лт· . .. ·. 
С учетом оrраничений на объем вычис.лительных затрат защnпем .обобщ~н

иые промежуточные суммы преобразования Xaapa[l] В ВИде 

2i 
:r~ = L х;-1' (1]} 

k=2i-l 

. .· • n О . • 
rде n = 1, 2, ... , (log N- 1); r = 1, 2, ... , N 12 ; xk - базовыеотсчеты сшнала хР. 

Вычислив (12), определяем коэффициекrы. ХЗара 

с . ::= 2· (m-1)/2 l N *lx(logN-1}-m _ :r.~ogN-1}-m 1 
т; · k к+1 j, 

(13) 
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rде т= 1, 2, ... , log N;j = 2т-1 , а дт1 выражения, сто.я:щеrо в ква.щ>атных скобках. 
т= т- 1. k = 2} -1. С учетом пришrтой индексации коэффициент Со1 (свободный 

член) заnисываем так: 

с -l/N•[ 1ogN-l + 1ogN-1] 
01 - · xk xk+J · 

Остальные коэффициенты определяем по формуле 

С н·+i = (xi -xN·+1)1 N•, i = 1, 2, ... , (N-N'\ 

х( •) -исходные отсчеrы сигнала. 

(14) 

(15) 

Выражения (10Н15) ОIПIСывают вычислительные процедуры амориrма бы

строго дискретного иреобразования Хаара и позволяют избежать ограничений, 

накладываемых на ко;mчество исходных входных отсчетов сигнала, которое мо

жет выражаться как составным:, так и простым числом. Количество операций ТШIЗ 

сложе1001-вычитан:ия этоrо алгоритма равно 2(N -1), что существенно меньше 

вычислений, требующихся в ранее известных алгоритмах, коrда N = r1 r2 ... r n 

иN=rп,r~3: 

Так, при N = 9 и N = 10 объем вычислений по (12Н15) составкr соответст
венно 16 и 18 арифметических операций, а известные 8Ш'Оркrмы (2) и ( 1) потре
буют 36 и 45 арифметических операций. 

Пример. Пусть заztэны пять (N = 5) дискретных отсчетов сигнала XJ . . . xs. По 
формуле (10) определим базовый вектор, который в данном случае равен четы-

рем: lf = 22 <N. . 
~ - . . 

Базовые отсчеты сагиала формируем по правилу (11): х; = (хр + 

+хн· +р )/2 = xi = (xl + х4+1) /2, так как р = N - lf = 1; остальные значения сиr

В3JJЗ 0СТ310'1'а без изыеиеВJU. Используя (12), вычисляем nромежуточные сум

мы xl =xr+~ =х; +х~ =<xf +xg)l2+x~;x~ = х~ +х~ и подставляем их в (13), 
' (14); получаем коэффициенты Хаара: 

С11 =С2 = 2(m-l)/ 2 /N*[xl-x~]=(x1 +xs +2(х2 -х3 -х4 ))/8; 

CN • . = С5 = (х1 - х5 )1 4; +1 ., 
С01 = С1 = (х1 +х5 +2(х2 +х3 +х4 ))/8. 

(16) 

Эти коэффiЩИеRТЫ совпадают с (8), причем ДJll их получения требуется 
меньшее ко;mчество вычислительных операций, равное·2(N- 1) = 8. 

Cmrreз СШ"На.11ОВ в системе дискретных базисных функпий Хаара закmочаетс.и 

в вычислении i-ro отсчета функции в дискретной точке по выражеюоо 

(17) 

rде Cmf- коэффициенты; Xmf- фуихции; N- разМерность базиса Хаара. 
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Исполъзу я равенство k = 2 m-l, перейдем в выражении ( 17) от двойной ну
мерации коэффициентов и функдий Хаара к простой и заnишем систему урав

нений дJ1JI нахождения коэффициентов Хаара или дискретных значений сигнала 

приN=4: 

(18) 

здесь d1, ... , .d4 - значеНИJI сиrнала в дискретных точжах; CJ, ... , С4- JСОэф

фициенты Хаара. 

При добавлении пятого отсчета сиrнала ds первое уравнение системы ( 18) 
разбивается на два: 

(19) 

Добавление шестоrо отсчета сш-нала d6 разбивает СООТветственно второе 
уравнеiШе системы (18) на два: 

(20) 

смысл символов М и У поясняется далее. 

Введем понитие первоrо базового вектора данных N:, который определим 
по отвошеiШЮ к количеству исходных входных отсчетов сwнала N как 

* n N1 = 2 , (22) 

где n = 1, 2, ... , (2n <N), причем n должио давать min Е (N/2 11
); Е(•) означает це

лую часть выраженИя, СТОЯIЦего в скобках. 

Второй базовый вектор Ni равен удвоенноМу значеiШЮ полученного Ni, 
т.е. N; =2N;. 

Анализ систем (21) показывает, чrо уравнения, определяющие исходные 
отсчеты сwнала, предс:тав.зшот собой две группы: М - считаются по формулам 

обратиого преобразованив для базового вектора Ni ~ У - по соответствующим 

формулам длябазового вектора Ni. 
ЗиачеiШЯ М и У определим выражеiШЯМи 

У= N; -N; M =N-Y. (23) 
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Изобразим в ВИде строк матрИIIЫ значения совnадающих восстановленных 
отсчетов при добавлении пятого, шестого. седьмого и восьмого отсчетов 
соответственно: 

(24) 

d1 ds ~d(, (N=6), 

dt ds (N= 5) 

(между элеменrами верхвей строки этой матрШIЫ и соответствующими элемен
тами нижних строк предполагается знак равенства). Пeperpymmpyeм элемевты 
строк матрiШЬI следующим образом: 

d1d3d 5d2d4d6d1d8 · d1d3d 2d4 d1d2 
ДJII N=1 - . о , дJ1J1 N=6- , для N=5-

~~~~~~ ~~~~ ~~ 

Тогда можно записать формулу, в соответствии с которой по Ni вычис

ЛJПОТС.II O'I'C'Чe1'W 

(25) 

• • • · · ··. Pj, j=(k +l), .: .. ,{k +У). (26) 

Дзu формул обратного преобразоВЗН11.11 Хаара, когда N кратно степени 2, зиа
чевие СОО1'ВеТС1ВуЮЩИХ :ивдс:ксов i вычисляется так: 

i = 2j- 1, j = 1, 2, .. . , k·; 

i=Ц--Ni, j={k· +Y+1), .. . ,N.· 
(27) 

Тапм обраЗом,- flюрмулы синтеза исходных оrсчеrов сигвала записЬIВЗЮТСJI 
в виде 

Pj А С ·. 1 i+l k· . . 2(logN-l) 1 . ; .= . l+q + k+q(- ) ' = + , '(28) 

. иидеi(СЫ i и j опредеШпот соответствие значений отсчетов обычных преобразова
иий . (ИНДеi(С i) и CJ1Y'I3Й, когда количество входных отсчетов принимает mобое 
значение (mщei(C J). 

Bьmo.!IIUild все необходимые предвариrельиые вычислеНИ.II для реализации 

оыстроrо алгоритма [ 1 ]. Дu этоrо запишем промежуточные обобщенвые сумы А; 
в виде 

. i 
А; =Со +C2(-l), i=O,l; 

А;=Аk~З +Ck(-1)', i =2, 3, ... , (N-4), k=E(i/2) +2. {29) 
, 

/ 

J Соотвеrствевво д1I1: вьq>ажеНИ.II (28) 

~~(~ -2} q=EC;1)-1. (30) 

В свою очередь, ко~фициевты доJDКВЫ быть С к-нормированы: 

Ck = Ck2(m-l)t2 , (31) 

где т= 2, 3, ... , (logN); k = (2т-1 + 1), ... , 2"'. 
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Пример. Пусть количество входных отсчетов сигнала и соответственно ко

личество козффиuиентов Хаара равно 6, т.е. N = 6. 

1. Определим nервый базовый вектор хак N 1* = 22 = 4, так как r:cDn. E(N 12 n) 

дает w = 2. · Второй базовый векrор.равен N;·= 2N~ = 8. 
2. Вычислим 

У= N; .,..N=8-6=2; M=N- У=6-2=4; k* =М/2 =2. 

• • • • Таким образом, по N 2 вычисляются отсчеrы Р1, где J=l ,2, ... ,k ,(k +Y+l), ... , N, 

т.е.j = 1, 2, 5, 6. 

По N1* рассчитываются. Р1, rдej = (k*+ 1), .. . , (k• +У), следовательно)= 3, 4. 

Выnолним все необходимые nромежуточные вычисления: с целью nолучения 

бы~rо обратного прообразоваНия для N;, т.е. для восьми точек; 

Со+С2=Ао, Со-С2=А1, 

так юuс.А; =Со+ С2(-1)', rде i =О, 1; 

rде т = 2; k = 3, 4, т.е. 

A;=Ak-з+Ck(-1);, i=2,3, ... ,(N-4), k=E(i/2)+2~ 

А2 =АЗ-з + Сз(-1)2 =Ао + Сз =Со+ С2 + Сз, . 

Аз= АЗ-з + Сз(-1)3 =Ао-Сз =Со+ С2- Сз, 

Восстановленное значение ~~ в nервой точке будеr таким: 

. i+l 
Р/ =Ai+q + Ck+q(-"1) , 

npичeмi=2j-l,кorдaj=l,2, ... , k*; i=2j- N2, кorдaj=(k*+Y+l), ... ,N; 

Р11 =А2+0 + Csю<-I/ =А2 + Cs =Со+ С2 + Сз + Cs, 

так ках l = (8/2 - 2), 

q=E((l+ 1)12)-1 =0, k=2(logN~l) +1 = $. 

Если j = 2, ro i = 3 и соответстВеШiо 

2 ~1 . . . 
Р3 =Az+l +CS+l(-1) =Аз +Q; =Ао-Сз+Сб =Со +С2 +Сз +С6. 

Когда j = 5, то i = 2 и 

s . 2+1 . 
Р2 =А2+0 + CS+0(-:-1) =А2-Cs =Ао + Сз- Cs =Со+ С2 + Сз- Cs. 

При j = 6 будет i = 4, а значение восстановлешюй точки -

Р: =A2+I + CS+t(-1)(4+l) =Аз-Q; =Ао- Сз- С6 =Со+ Cz- Сз- С6. 
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, 

По N1"' вьrчиСJIJПОТСЯ Pi, j = 3, 4, т.е. необходимо вьmолннть обратное преобразо

ванне Хаара для четырех точек и взпь восстановлеm~ое значение только в точ· 

ках 3 и4. 

В приведеином примере значения восстановленных отсчетов полностью 

соответствуют значениям правой части системы уравнений JZ-11. 
таким образом, полученные выражения для быстрых дискретных преобразо

:ваюlli Хаара сущесrвенно упрощают анализ н синrез СШ"НаЛов с применеiDI

ем ЭВМ, позволяют исследоваn. поведение спектров сш-нал:ов для различных 

объемов выборки дискретных отсчетов без предварительноrо генерирования мат .. 
рицы базисных функций и дakJT возможность не накладывать ограничения на ко. 

днчество входных отсчетов сигнала, которое может быть как составным, так 

И простым ЧНСJIОМ. 

Использование этих соотношений открывает возможности построения спе· 

цюlJIИзированных процессеров быстрых иреобразований Хаара, структура кото

рых инвариантна относm·~льно длины обрабатываемой реа.лнзаwm. 

В.Г/ванов 

ФОРМАЛЪНИЙ ОПИС 
ДИСКРЕТНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ ХААР А 

Посднано i систсматизовано результати формального оnису дисiсрС11fИХ пере. 
.творснь Хаара, що дозвоЛJiють рсалiзувати на пракrицi ефективнi алrориn.rн 

швидких обчислснь nри будь·яких значениях розмiрностi вектора вихiдних вiд
лiкiв або cиrnany сnектру. 

V.G. lvanov 

ТНЕ FORМAL DESCRIPTION 
OF DISCREТE НААRА ТRANSFORМATIONS 

Rcsults ofthc formal description ofthc discrete Haara transfonnations are unitcd and 
systcmatizcd, allowing to. rcalize in practicc effectivc algorithms of fast calculations 
at апу valucs of_dimension of а vector of initial rcadout of а signal or а spcctrum. 
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